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Le soin et la rédaction seront pris en compte dans la notation. Faites des phrases claires et précises.
Le baréme est approximatif. La calculatrice en mode examen est autorisée.

AAttention! Le sujet est recto-verso.
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5 pts
Pour la suite de I’exercice, on admet que la fonction f est définie sur [0; 11] par :
Flx) = (x+1)e 2%,

Etudier les variations de la fonction f sur [0 ; 11] et construire son tableau de variations.

(s . e . -1
On étudie le signe de la dérivée sur [0;+oco[ qui vaut en reportant a = b =1 dans (—%ax -1b+ a)e 2%

2
1
f'ix) = (—%x—%+ 1)e 2*
:(—%x+%)e*%x
1
=2(1-x)e 2"

, _1
e Pour toutréel x,onae X >0
1
° §>0

Ainsi la dérivée a le signe de 1 —x. On déduit le tableau de variations de f sur [0;+oo] :

X 0 1 11
f(x) + 0 -
1
L 2e72
Variations de \
f
11
1 12e772

Démontrer que ’équation f(x) = 0,5 admet une unique solution a sur l'intervalle[0; 11].
D’apres le théoreme de la bijection :
# f est une fonction dérivable (donc continue) sur I’ intervalle [1;11].
# f est strictement décroissante sur 1’ intervalle [1;11].
& f(l)=2e"2~1,2et f(11)=12e"2 ~0,05
# f réalise donc une bijection de [1;11] sur [126_%;.26_17
0,5 est compris entre f (1) et f(11), en effet f (1) >0,5et f(.113)<0,5
donc I’équation f(x) = 0,5 a une racine unique a dans [1;11].
Donner l'arrondi de a a 'unité.
Avec une calculatrice on obtient f(4) = 0,7 et f(5) = 0,49
ainsi f(5) < f(a) < f(4)

ce qui fournit 4 < a < 5 car f est strictement décroissante sur [4;5].

(l’arrondi de a a I'unité est 5.)
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6 pts
L'espace est rapporté a un repeére (O ;7 7, ?) .
On consideére les points A(-3;-2;-1),B(-2;0;1)et C(7;3;6)

x = t+1 x = t'+1
On donne des représentations paramétriques des droites d : { v = 2t—-1 teR etd :{ vy = t'-3 t'eR
z = 2t+1 z = t’
Pour chacune des affirmations suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse en justifiant la réponse.
Les droites d et (AB) sont confondues.
_(2+3 1 1
(AB) admet pour vecteur directeur AB| 0+2 ] =|2|. De méme 7(2] est un vecteur directeur de d.
1+1 2 2

Donc (AB) et d sont paralléles.

-3=t+1

OnregardesiAed — { -2=2t-1 — { i : :Lf Donc A n’appartient pas a d, et les droites (AB) et d
-1=2t+1 -2

sont strictement paralleles.

[L’afﬁrmation « Les droites d et (AB) sont confondues. »est fausse.]

Les droites d et (BC) sont sécantes.

(BC) admet pour vecteur directeur BC
6-1 5 2
Comme % # % (BC) et d ne sont pas paralleles.

On détermine leur intersection :

7+2 9 1
0+42|=|3|. Par ailleurs | 2 | estun vecteur directeur de d.

x=9s-2
* On cherche une représentation paramétrique de (BC) :{ v =3s
z=>5s5+1
t+1=95-2 9s—t=3 s:%l5
Me(BC)Nnd < { 2t—-1=3s = { 3-2t=-1 = {t=2
2t+1=5s5+1 55-2t=0 55-2t=0

N s . 7 6 _ _ 1
Ce systeme est incompatible car 5x {5 —2x 2 = -5 .

Donc les droites (BC) et d ne sont pas sécantes; elles sont donc non coplanaires.

[L’afﬁrmation «Les droites d et (BC) sont sécantes. »est fausse.]

ﬁzmz 77 pocats

11 pts
Un artiste souhaite réaliser une sculpture composée d’un tétraédre posé sur un cube de 6 metres d’aréte.
Ces deux solides sont représentés par le cube ABCDEFGH et par le tétraedre SELM ci-dessous.
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On munit l'espace du repére orthonormé (A s Al ﬁ,zﬁ) tel que: I € [AB],]J € [AD], K € [AE] et
Al = A] = AK =1, I'unité graphique représentant 1 metre.
Les points L, M et S sont définis de la fagon suivante :

* L est le point tel que FL= %ﬁ,

* M est le point d’intersection du plan (BDL) et de la droite (EH);

e S est le point d’intersection des droites (BL) et (AK).

Partie A
Dans cette partie, on n'utilisera pas les coordonnées.

Démontrer, sans calcul de coordonnées, que les droites (LM) et (BD) sont paralléles.
Les droites (LM) et (BD) sont coplanaires (dans le plan (BDS)) et contenues respectivement dans les plans (EFH)

et (ABD) qui sont paralleles, donc elles sont paralléles.
Un plan coupe deux plans paralleles suivant deux droites paralléles.

Démontrer que les droites (LM) et (FH) sont paralleéles.

* Rédaction 1 : Le plan (FBDH) contenant les droites paralleles (FB) et (DH) (paralléles a une méme troisieéme
droite (CG)) coupe les plans (EFG) et (ABC) selon deux droites paralleles (FH) et (BD).
Comme (LM)//(BD) alors (LM)//(FH)

* Rédaction 2 : D’apreés la question 1, (LM)//(BD), donc LM = kﬁ))(l)

— —

BD =BC+CD
-BC+CD
~FG+GH
=FH(2)

De (1) et (2) ,on déduit LM = kFH .
Ce qui prouve que (LM) et (FH) sont paralleles car les vecteurs LM et FH sont colinéaires .

En déduire que dans le plan (EFGH) le triangle ELM est isocele.
Dans le triangle (EFH) , les points E, L, F et E, M, sont rangés dans le méme ordre et les droites (LM) et (FH) sont

paralléles, donc d’apreés le théoréme de Thales :
EL EM
EF EH

et puisque EF = EH = c6té du cube, alors EL = EM.

Donc le triangle ELM est isocéle.



Partie B

a. Donner sans justification les coordonnées des points A,B,C,D,E,G, H.

0 6 6 0 0 6 6 0
AlO;BlO;Cl6;D|6|;E|0;FIO|;Gl6|;H|6
0 0 0 0 6 6 6 6

b. Démontrer que les coordonnées du point L sont (2; 0; 6) et que les coordonnées du point M sont (0;2 ;6 ).

x) _ (x—6 N
* OnposeL|y|,FL| v |etFE
z

xX—6 -6
7T _ 271 _2
FL=5FE < | v [=5]|0

|

Ainsi L| 0
6

a. Donner une représentation paramétrique de chacune des droites (BL) et (DM).

_[2-6 -4
e BLI0-0|=|0
6-0 6

b
X|x|€(BL) & BX=1tBL
z
x—6 -4
— y |=t[ 0
6
xX=6-4t
¢ y=0 (teR)
z =6t

e Comme ELM est isocele enE,m:%Eﬁ
X x—0 0-0 0
On pose M y,m y-0 et EH[6-0[=]6
z z—6 6-6 0
X 0
EM:%EY—T <:>[ 47 :% 6
z—6 0
x=0
4:){;):2
z=6
0
Ainsi M| 2
6
0-0 0
« DM|2-6|=|-4
6-0 6
X
X|x|e(DM) & DX =sDM
z
X 0
— |y-6|=s|-4
z 6
x=0
— J y=6-4s (seR)
z=06s

une représentation paramétrique de (BL) est
x=6-4t
y=0 (teR)
z=06t

une représentation paramétrique de (DM) est

x=0
y=6-4s (seR)
z=6s




12 pts

b. En déduire les coordonnées du point S .

6t = 65
x=0
S a pour coordonnéesy y=6-4s=0  S|0
z=6x3=9 9

ggma’ae4

Soit f la fonction définie sur l'intervalle [0; 4] par

Partie A

On consideére la suite (u,) définie par :

uy = 3 et pour tout entier naturel n, u,,; = f (u,).

On admet que cette suite est bien définie.

Calculer u;.
2+9 11

U1=f(140)=m =

U = —.

Montrer que la fonction f est croissante sur l'intervalle [0; 4].
La fonction f est définie et dérivable sur [0; 4] et sur cet intervalle :
g2 BN 1243 12+3x-2-3x 10
B (4+x)2 O (4+x)?2 (4+x)2
Quotient de nombres positifs ce nombre dérivé est positif quel que soit x dans I'intervalle [0; 4].

[La fonction f est donc croissante sur [0; 4]. J

Montrer que pour tout entier naturel n,

1 < n+1 < Uy
<

u < 3.
Démonstration par récurrence : on note 7t(n): 1 < 1,41 < u,; < 3.
Initialisation
On a d’apreés la premiere question : 1 < u; <up < 3:

1 .
en effet 1 < - < 3 < 3 l'encadrement est vrai au rang 0;

Hérédité Soit k un entier fixé
Supposons que pour k €N, 1 < up,q < ug < 3; par croissance de la fonction f sur [0; 4], on

5 11
F(1) < f (1) < f 1) < F(3) ou car f(1) = 2 =T et f(3) = = <3,
1 < upyp < upyq < 3:larelation est donc vraie au rang k + 1.
Conclusion : 7(0) est vraie et 7t(n) est héréditaire : d’apres le principe de récurrence

72 pocnts



Partie B

(pour tout naturel n, 1 <u,q <u, <3. J

a. Montrer que la suite (u,) est convergente.

D’apres la question précédente la suite (u,) est décroissante, minorée par 1 : elle converge donc vers une
limite € > 1.

. On appelle ¢ la limite de la suite (u,,); montrer 1’égalité :

2+3¢

{=——
4+¢

ez 2+ 3u, L1 . . L
De l'égalité u,,1 = f (u,) = 1., onen déduit par continuité de la fonction f (puisque f est dérivable) :
n

2+3¢

{= .
4+¢

. Déterminer la valeur de la limite €.

On en déduit que £(4+¢)=2+3{ — ¢+{-2=0.

Or A=1+4x2=9=321lya deux solutions :

-1-3 -1+3
51272—28’[52: 2 =

Comme ¢ € [1 ; 3], la seule solution est ¢, = 1.

1.

On considére la suite (v,) définie par :

vg = 0,1 et pour tout entier naturel n, v,,; = f (v,).

On donne en Annexe, a rendre avec la copie, la courbe représentative, Cf, de la fonction f et la droite D d’équa-

tion y = x.

Placer sur ’axe des abscisses par construction géométrique les termes vy, v, et v3 sur ’annexe, a rendre avec la
copie.

Quelle conjecture peut-on formuler sur le sens de variation et le comportement de la suite (v,,) quand n tend
vers l'infini?

[On peut conjecturer que la suite (v,,) est croissante et qu’elle a pour limite 1.]

a. Montrer que pour tout entier naturel »,

2
1_vn+1:(4+vn)(1_vn)-
2+ 3v 4+v,-2-3v 2-2v 2
1-v,.1=1- LU " L L= 1-v,).
ml 4+v, 4+v, 4+v, 4+vn( )

. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n,

17’1
ne(n): Ogl—vng(z).

1 0
Initialisation pour n=0, 1-v7=0,9;o0r (5) =1.

1 0
OnabienOgl—vog(E).

Donc 7¢(0) est vraie.

1 k
Hérédité Supposons qu’au rang k € N quelconque, on ait 1 — vy < (E) .



2
i (1 —vg), donc d’apres I’hypothese de récurrence :
Vk

2
ltipli
On multiplie par i:

1-v < 2 x(l)k
k+1\4+vk 2 )

>0
Vk

1

k k
1
Or0<1—v (5) — v, > 1—(5) > 0; il suit que 4 + v, > 4, donc en prenant les inverses

0<
4+”I/k

N

N
W=

1(1\F
Onadonc0<1—vpq <2X 1 (E) , soit finalement :

k+1

1 .
0< 11— < (5 : 'encadrement est vrai au rang k + 1.
Conclusion 1(0) est vraie et 7t(n) est héréditaire; d’apres le principe de récurrence :

n
quel que soit le naturel n, 0<1-v, < (5) .

La suite (v,) converge-t-elle? Si oui, préciser sa limite.

1 . . 1y /s : ;s
Comme 0 < 5 < 1, on sait que lim (5) =0, donc I'encadrement trouvé a la question précédente montre que la
n—+oo

la limite de 1 —v,, = 0( théoréme des gendarmes), donc :

lim v, =1.

n—+00



Annexe

A rendre avec la copie

0 1 l l I l l ; l ; ;
0 oL o2 03 04 05 06 07 08 09 1,0 11
vp=0,1 v1 = 0,561 v =0,8073 = 0,92



